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УДК 517.521 

О СУММИРОВАНИИ РЯДА МЕНГОЛИ - БРОУНКЕРА ЧЁТНОГО ПОРЯДКА 
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электронная почта: tereshchenko57@rambler.ru 

Рассмотрен ряд Менголи – Броункера чётного порядка. Предложен прямой метод 
вычисления определённого интеграла, величина которого равна сумме этого ряда. 
Показано, что сумма ряда выражается в замкнутой форме. 
Ключевые слова: бесконечный числовой ряд, ряд Менголи – Броункера k-го порядка, 
ряд Менголи – Броункера чётного порядка, П. Менголи, У. Броункер. 

1. Ряд Менголи – Броункера чётного порядка. В нашей работе [1] 

бесконечный положительный ряд 
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получил название ряда Менголи - Броункера k-го порядка в честь двух почти 

забытых в наше время математиков. Первый из них, итальянский математик, 

профессор Болонского университета, Пиетро Менголи (1626 – 1686) в 1650 

году нашёл сумму ряда обратных треугольных чисел [2, 3, 4] 

0 1

1 2 2 2
... ... 2

1 2 2 3 ( 1) ( 2)n nT n n



 

     
     , 

который по нашей классификации является рядом Менголи – Броункера 1-го 

порядка с увеличенными в два раза членами. 

В другом своём сочинении [3, 5], Менголи нашёл разложение в ряд для 
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Если сгруппировать в этом ряде слагаемые парами, начиная с первого члена, то 

получим для логарифма следующий ряд 
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Он представляет собой сумму ряда (1) для значения 2k  . В таком виде ряд 

был впервые опубликован в 1668 году Уильямом Броункером (1620 – 1684), 

первым президентом Лондонского королевского общества [3, 6]. 

Для произвольного нечётного порядка 2 1k m   сумма ряда (1) была 

вычислена нами в [7]. 

Из формулы (1) следует, что в случае чётного порядка 2 , где 

,  ряд (1) сходится к сумме 

k  m

0,1, 2, ...m 

1

2 2 2 2
0 0

1

(2 1)(2 2) 1 ... m m
n

dx

mn mn x x x x



1 



        .    (2) 

Интеграл в правой части, равный сумме ряда в левой части формулы (2), был 

вычислен нами для значений: 

4k   (см. [1]) 
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6k   (см. [8]) 
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8k   (см. [9], [10]) 
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Целью данной работы является вычисление интеграла (2) для произвольного 

натурального числа m и нахождение суммы ряда (1) для произвольного чётного 

порядка k. 

2. Вычисление суммы ряда Менголи – Броункера чётного порядка. Для 

вычисления интеграла (2) воспользуемся приёмами, изложенными в [11]. 

Найдём корни многочлена, стоящего в знаменателе в формуле (2). Для этого 

решим уравнение 

2 1 2 2 2... 1 0, 1, 2, 3, ...m mx x x x m        ,     (6) 

Очевидно, что 1x   не является корнем этого уравнения. Умножая его на 

разность 1x  , получим равносильное уравнение 

2 1 2 2 2( 1)( ... 1) 0, 1m mx x x x x x         , 

или 

2 1 0, 1mx x   .       (7) 

Корни этого уравнения являются комплексными корнями степени  из 

единицы 
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Следовательно, справедливо разложение 
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Тогда подынтегральную функцию в интеграле (2) можно разложить на 

простейшие рациональные дроби 
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Умножив левую и правую часть этого равенства для каждого значения 

1, 2, 3, ...,2 1s m   на разность sx x  и, переходя к пределу при sx x , 

получим 
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  , то из последнего равенства находим все 

коэффициенты разложения (10) 
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Перейдём от корней (8) к их комплексно сопряженным значениям 
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Из формулы (12) следует, что эти корни образуют комплексно сопряжённые 

пары 
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и удовлетворяют соотношениям 
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Используя формулы (13), перепишем формулу (10), то есть разложение 

многочлена ... 1x x x    x    на множители, следующим образом 

2 1 * *
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          .    (16) 
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Заметим, что из формул (13) следует, что коэффициенты, задаваемые 

формулой (11), образуют комплексно сопряжённые пары 
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Теперь мы можем переписать разложение (10) следующим образом 
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Так как согласно формулам (15) *
1 1 ... 1m mx x x x*   , то отсюда получаем 
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Отсюда 
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Из последнего равенства получаем 
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Подставляя разложение (18) в интеграл (2), получим 
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Учитывая формулу (14) вычислим интеграл в правой части формулы (21), 
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Теперь перепишем интеграл (21), воспользовавшись формулами (14) и (22) 
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и выразим величины kB  и  с помощью формул (8), (17), (19), (20) kC
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Используя формулы (25) и (26) находим значение интеграла (21) 
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и сумму ряда (1) для  2k m
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В качестве примера, вычислим суммы ряда (1) для значений . В этом 

случае имеем 5 . Тогда из (28) получаем 
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Заключение. Рассмотрен ряд Менголи – Броункера чётного порядка 

. Вычислена его сумма для любого m (см. формулу (28)). Этот 

ряд и его сумма отсутствует в известных математических справочниках [12, 13, 

14, 15]. 

2 , 1, 2, 3, ...m m 

Целью наших дальнейших исследований будет изучение свойств 

коэффициентов kB  и . kC
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